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К теории неподвижных точек на плоскости

On the theory of plane fixed points
Аннотация. Дается новое доказательство примера, показывающего, что 

всякий связный компакт, разделяющий плоскость, имеет неподвижную точку. 
При этом не используются глубокие результаты ни теории неподвижных точек, 
ни функционального анализа.

Summary. The article presents a new proof of the case showing that any connected 
compact separating the plane has a fixed point. The provided proof does not use the 
fundamental results of the fixed point theory or functional analysis.
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Хорошо известна проблема, поставленная еще в 1930 г. Аренсом (Arens): 
каждый ли связный компакт, не разделяющий плоскость, имеет неподвижную 
точку? Эта проблема была названа самой интересной и выдающейся задачей 
топологии на плоскости. На сегодняшний день все существующие примеры по-
казывают, что связный компакт, не разделяющий плоскость, обладает свойством 
неподвижной точки.

Напомним, что точка x ∈ X называется неподвижной точкой отображения 
f : X → X, если f(x) = x. Говорят, что множество X обладает свойством непод-
вижной точки, если каждое непрерывное отображение f : X → X этого множе-
ства в себя имеет неподвижную точку.

Легко видеть, что окружность не обладает свойством неподвижной точки: 
при повороте, например, на угол π/2 все точки ее смещаются. Но окружность 
разделяет плоскость. Естественное предположение, что всякий связный компакт, 
разделяющий плоскость, не обладает свойством неподвижной точки, неверно, 
как показывает следующий известный пример, новое доказательство которого, 
не использующее глубоких результатов теории неподвижных точек и функцио-
нального анализа, приводится в настоящей заметке.
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на ( ]1,0 . Следовательно, все связные подмножества Г либо одноэлементны, либо 
при p отображаются на выпуклые подмножества ( ]1,0  (в R связное ≡  выпуклое).

Если A — связное множество в Г таково, что π(A)( ) ∅≠∩ 1TAp T1 ≠ ∅ и π(A)( ) ∅≠∩ 1TAp T2 ≠ ∅, 
то diam A > 2.

2) Теорема Кантора: f : X → X, где f — непрерывно, X, Y — метрические 
пространства, X — компакт, то f равномерно непрерывно.

3) Не существует непрерывного отображения φ : [0,1] → X такого, что φ(0) ∈ Г, 
φ(1) ∉ Г.

Предположим противное. Для ε = 1 подберем δ > 0 такое, что diam φ (B) < 1, 
если diam B < δ (в силу равномерной непрерывности). Разобьем отрезок [0,1] 
точками 121 ...0 +<<<<< nn xxxx  на части с d<∆ ix < δ. Тогда [ ] 1,diam 1 <− ii xx . 
В силу 1) связное подмножество в Г φ [0, xi] таково, что p (φ[0, xi]) пересекает 
либо T1, либо T2, но не оба вместе. Аналогично ведет себя и φ[x1, x2], и т.д. По-
лучим, что весь отрезок [0,1] уйдет в Г, т.е. противоречие.

Таким образом, для всякого непрерывного отображения φ : [0,1] → X будет 
выполнено либо φ([0,1]) ⊂ Г, либо φ([0,1]) ( ) ∅≠∩ 1TAp  Г = ∅.

Пусть g  : X→X — непрерывное отображение. Если {} [ ]( ) {} [ ]1,101,10 −×⊂−×g , 
то по теореме Брауэра имеется неподвижная точка.

Пусть {} [ ]( ) {} [ ] ∅=−×∩−× 1,101,10g . Тогда {} [ ]( ) Γ⊂−× 1,10g . Тогда и ( ) Γ⊂Xg , 
и это связный компакт, следовательно, p(g(X)) = [α, β] ⊂ (0,1]. Тогда 

.

По теореме Брауэра имеется неподвижная точка.
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